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UDK 517.98 
СИСТЕМА ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ МОДЕЛИ БЛЮМА-
КАПЕЛЯ НА ДЕРЕВЕ КЭЛИ 
Хатамов Носиржон Муйдинович 
доцент кафедры Математика НамГУ (к.ф.-м.н.)  
 
Аннотация. В данной статье изучается модель Блюма-Капеля на дереве Кэли. 
Найдено, система функциональных уравнений, которые дают необходимые и 
достаточные условия для выполнений условии согласованности, отвечающему меру Гиббса 
для модели Блюма-Капеля. 
Ключевые слова: дерево Кэли, конфигурация, гамильтониан, модель Блюма-Капеля, 
мера Гиббса. 
 
THE SISTEM OF THE FUNCTIONAL EQUATIONS ON THE CAYLEY TREE 
FOR BLUME-CAPEL MODEL 
Xatamov Nosirjon Muydinovich 
NamSU asistent professor (PhD) at the department of Math 
 
Abstract. In this article Blume-Capel model on the Cayley tree was considered. Like wise, 
the system of the functional equations which corresponds to for the Blume-Capel model and were 
the necessary and enough condition that statisfies compatibility for the Gibbs measure was found. 
Keywords: Cayley tree, configuration, hamiltonian, model  Blume-Capel, Gibbs measure. 
 
KELI DARAXTIDA BLYUM-KAPEL MODELI UCHUN FUNKTSIONAL 
TENGLAMALAR SISTEMASI 
Xatamov Nosirjon Muydinovich 
NamDU Matematika kafedrasi dotsenti (f.-m.f.n.) 
 
Annotatsiya. Ushbu maqolada Keli daraxtida Blyum-Kapel modeli o‘rganilgan. Shu bilan 
birga Blyum-Kapel modeliga javob beruvchi Gibbs o‘lchovi uchun muofiqlik sharti bajarilishining 
zaruriy va yetarli sharti bo‘lgan funktsional tenglamalar sistemasi topilgan. 
Kalit so‘zlar: Keli daraxti, konfiguratsiya, gamiltonian, Blyum-Kapel modeli, Gibbs 
o‘lchovi. 
 
Мера Гиббса-это фундаментальный закон, определяющий вероятность 
микроскопического состояния данной физической системы и она играет важную 
роль в определении существования фазового перехода той или иной физической 
системы, т.к. каждой предельной мере Гиббса сопоставляется одна фаза физической 
системы и происходит фазовый переход, когда мера Гиббса не единственна. 
Определение меры Гиббса и других понятий, связанных с теорией мер Гиббса, 
можно найти, например, в работах [1]-[4]. Настоящая работа посвящена изучению 
динамической модели Блюма-Капеля, которая еще не была изучена на дереве Кэли. 
Это двумерная спиновая система, где одна переменная спин может принимать три 
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значения: 1,0,1  . Первоначально он был введен для изучения 43 HeHe   фазового 
перехода [9-10]. 
Можно думать о ней как о системе частиц со спином. Значение 0)( x  спина 
на узле дерева x  будет соответствовать отсутствию частиц (вакансия), в то время как 
значения 1,1)( x  будет соответствовать присутствии, при x , частицы со спином  
1,1  , соответственно [9-10].  
Дерево Кэли ),(= LVk  порядка 1k бесконечное дерево, из каждой 
вершины которого выходит ровно 1k  ребер, где V  есть множество вершин 
 Lk , множество его ребер. Пусть i  функция инцидентности, сопоставляющая 
каждому ребру Ll  его концевые точки Vyx , . Если },{=)( yxli , то вершины x  и y  
называются ближайшими соседями и обозначаются через  yx, . Расстояние 
Vyxyxd ,),,( , на дереве Кэли определяется формулой 
Vyxxxxxdyxd dd   =,,...,,=|{min=),( 110  такие, что }.,,...,, 110   dd xxxx  
Рассмотрим модель, где спин принимает значения из множества 1}1,0,{=  . 
Тогда конфигурация   на V  определяется как функция  )(xVx  ; множество 
всех конфигураций совпадает с V = . Пусть VA . Обозначим через A  
пространство конфигураций, определенных на множестве A . 
Гамильтониан модели Блюма-Капеля определяется как  
),()(=)(
;,,,
yxJH
Vyxyx
 

  
где RJ  . 
Для фиксированной вершины Vx 0  будем писать yx < , если путь от 0x  до y  
проходит через x . 
Обозначим:  
},=),(:{= 0 nxxdVxWn  }.),(:{=
0 nxxdVxVn   
Для 1,  nWx n  обозначим  
 1),(:)( 1   yxdWyxS n . 
Множество )(xS  называется множеством "прямых потомков" вершины nWx . 
Пусть  ),,(=: 1,0,1, xxxx hhhhxh  вектор функция от }.{\
0xVx  Рассмотрим 
вероятностную меру )(n  на 
n
V   
}.)({=)( ),(
1)(
xx
n
Wx
nnn
n hHexpZ  

   (1) 
Здесь 
n
Vn   и nZ  нормирующий делитель: 
 
 

nVn
xx
n
Wx
nn hHexpZ

 })({ ),( , 
где Rh x , . 
Говорят, что последовательность вероятностных мер )(n  является согласованной, 
если 1n  и 
11 
 nVn :  
)(=)( 1
1)()(
:
11






n
n
n
n
V nnn
nVn



 .(2) 
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Справедлива следующая теорема, которая дает необходимые и достаточные 
условия на 
,i xh , при которых выполняется (2). 
Теорема. Пусть 2k  . Последовательность вероятностных мер 
( ) ( ), =1,2,...n n n  , в (1) согласованна тогда и только тогда, когда для любого x V  имеют 
место следующая система функциональных уравнений:  
1, 1,
1,
( ) 1, 1,
1, 1,
1,
( ) 1, 1,
1
1
= ,
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y S x y y
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z z
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
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(3) 
где , , 0,= { }, =1/ , = ( ), = 1, 1i x i x xexp J T z exp h h i      . 
Доказательство. Необходимость. В силу условия согласованности (2) 
получим  
  


   
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1
1
1
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

 (4) 
где )(x . 
Фиксируем 1 nWx  и рассмотрим три конфигурации 11   nn  ,  11
~
  nn   и 
11
ˆ
  nn   на 1nW , которые совпадают на }{\1 xWn . Перепишем (4) для 1)(1  xn , 
0)(~ 1  xn  и 1)(ˆ 1  xn . Тогда получим  





























)(
)(
),(
)(
),(
,0,1
)(
)(
),(
)(
),(
,0,1
.
}exp{
})(exp{
)exp(
,
}exp{
})(exp{
)exp(
xSy
y
yy
y
yyn
xx
xSy
y
yy
y
yyn
xx
n
n
n
n
n
n
n
n
h
hyJ
hh
h
hyJ
hh










 
 Следовательно,  
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Отсюда можем получить (3).  
Достаточность. Пусть верно (3). Тогда для некоторой функции Vxxa  ,0)(  
выполняется следующее равенство:  
1,0,1),exp()(}exp{
)(
,
}1,0,1{
,  
 
thxahtuJ
xSy
xt
u
yu . (5) 
Имеем  
левая часть(2)=   
  
 
1 )( }1,0,1{
,11
n
))(exp())(exp(
Z
1
nWx xSy u
yunn huxJH  .     (6) 
Учитывая (5) и обозначив  
НамДУ илмий ахборотномаси - Научный вестник НамГУ 2019 йил 9-сон 
 
20 
 



1
)()(
nWx
n xaxA , 
из (5) получим  
левая часть(5)= 




1
1
)exp())(exp(
Z
A
),(1
n
1-n
n
n
Wx
xxn hH  .(7) 
Поскольку 1,)( nn  вероятностная мера, то верно равенство  
1),(
11
1
)(  

 

nVn nWn
nn
n
 
 . 
Следовательно, из (7) получим nnn ZAZ  11  и справедливость (2). Теорема доказана.  
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